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Motivación/Abstract

«Topological measurement of deep neural networks using persistent homology»
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Complejos simpliciales, homología, y homología persistente

Complejos simpliciales

Definición
Un complejo simplicial abstracto es una colección ν , de subconjuntos no vacíos
de un conjunto ν0, que verifica las siguientes propiedades:

a) Si v ∈ ν0, entonces {v} ∈ ν .
b) Si σ ∈ ν y τ ⊂ σ, entonces τ ∈ ν .
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Complejos simpliciales, homología, y homología persistente

Definición
Una aplicación simplicial entre complejos simpliciales, f : ν → ν ′, es una
aplicación tal que f (σ) = {g(u1), g(u2), ..., g(uk)} = {v1, v2, ..., vk}; donde
g : ν0 → ν ′

0 es una aplicación entre 0-símplices, σ = {u1, u2, ..., uk} ∈ ν y
{v1, v2, ..., vk} ∈ ν ′.
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Complejos simpliciales, homología, y homología persistente

Homología

Definición
Sea R un anillo. Decimos que un complejo de cadenas sobre R es un conjunto
C∗ = {(Cp, ∂p) | p ∈ Z} de R-módulos y R-homomorfismos
{∂p : Cp → Cp−1 | p ∈ Z}, que satisfacen la siguiente relación: ∂p ◦ ∂p+1 = 0. Se
denota por (C∗, ∂) y a ∂ se le llama el diferencial del complejo.

Definición
Sea (C∗, ∂) un complejo de cadenas sobre R anillo. Definimos el p-ésimo
R-módulo de homología de C∗ como el cociente:

Hp(C∗) := ker ∂p/ im ∂p+1.

Complejo de cadenas −→ Diferencial del complejo −→ Homología simplicial
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Complejos simpliciales, homología, y homología persistente

Complejo de cadenas

Definición
Sea R un anillo y ν un complejo simplicial abstracto. Definimos el R-módulo de
p-cadenas de ν como el conjunto de todas las sumas formales de p-símplices ν ,
con la operación suma componente a componente con coeficientes en R, y el
producto por escalares por elementos de R. Lo denotaremos por Cp(ν).
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Complejos simpliciales, homología, y homología persistente

Diferencial del complejo

Definición
Sea R un anillo, ν un complejo simplicial abstracto, σ ∈ ν y σ = {u0, ..., up} un
p-símplice escogido de manera ordenada. Definimos el operador borde para un
símplice como:

Bp(σ) :=
p∑

j=0
(−1)j{u0, ..., ûj , ..., up}.

La suma anterior es una suma formal, donde ûj indica que omitimos uj . A
continuación definimos el homomorfismo borde:

∂p : Cp(ν) → Cp−1(ν)

c =
∑

aiσi 7→ ∂p(c) =
∑

aiBp(σi)
(1.1)

donde ai ∈ R. Notemos que, si escogemos R = Z2, no es necesaria la alternancia
de signos ni el uso de coeficientes escalares.
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Complejos simpliciales, homología, y homología persistente

Teorema
Sea ∂p definida como en la expresión 1.1. Entonces para todo p ∈ N ∪ {0},
∂p ◦ ∂p+1 = 0.
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Complejos simpliciales, homología, y homología persistente

Homología simplicial

Definición
Sea R un anillo, p ∈ N ∪ {0} y ν , un complejo simplicial. Definimos el p-ésimo
R-módulo de homología simplicial del complejo simplicial ν como el R-módulo
cociente ker ∂p/ im ∂p+1, donde ∂p está definida como en la expresión 1.1. Lo
denotaremos por Hp(ν).

Definición
Sea Hp(ν) el p-ésimo Z2-espacio vectorial de homología de un complejo simplicial
ν . A su dimensión, dimHp(ν) = dim ker ∂p − dim im ∂p+1, la llamaremos p-ésimo
número de Betti, y la denotaremos por βp(ν).
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Complejos simpliciales, homología, y homología persistente

Homología persistente

Definición
Sea ν un complejo simplicial abstracto finito. Consideremos la secuencia
ν1 ⊂ ν2 ⊂ · · · ⊂ νk−1 ⊂ νk = ν de subcomplejos simpliciales cualesquiera de
ν . A ν junto con su secuencia de subcomplejos simpliciales encajados lo
llamaremos complejo simplicial filtrado.

Definición
Sea ν1 ⊂ ν2 ⊂ · · · ⊂ νk−1 ⊂ νk = ν un complejo simplicial filtrado. Definimos
los p-ésimos espacios vectoriales de homología persistente como las imágenes
de los homomorfismos inducidos por la inclusión, H i,j

p := im f i,j
p , con 0 ≤ i ≤ j≤ k.

A su dimensión, dimH i,j
p , la llamaremos p-ésimo número de Betti persistente y

la denotaremos por βi,j
p .
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Complejos simpliciales, homología, y homología persistente
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Redes neuronales

Redes neuronales

ŷ = r(w1x1 + w2x2 + · · · + wpxp + b)

MSE (w1, w2, · · · , wp, b) = 1
n

n∑
i=1

(yi − ŷi)2

w siguiente
i = w actual

i − α ∂MSE(w ,b)
∂wi

bsiguiente = bactual − α ∂MSE(w ,b)
∂b

w1

w2

wp

b

r(w1x1 + w2x2 + · · · + wpxp + b)
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Redes neuronales
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El artículo: definiciones y resultados

Definiciones y resultados

Definición
Definimos la importancia de ui (salida) para uj (llegada) como:

Rij :=
{

1 si i = j
w+

ij /
∑

k,k ̸=j w+
kj si i ̸= j

Definición
Definimos la importancia extendida entre neuronas, y la denotamos por Rij ,
como:

Rij := máx{Rui um1
· · · Rumn uj | (ui , um1 , ..., umn , uj) ∈ Cij} (3.1)

donde Cij denota el conjunto de todos los posibles caminos de ui a uj .
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El artículo: definiciones y resultados

Definición
Sea 0 ≤ t ≤ 1 un parámetro real. Definimos los p-símplices asociados a un
DAG con pesos a partir del conjunto de vértices del DAG como sigue:

ν t
p :=

{
ν0 si p = 0

{{ua0 , . . . , uap } | uai ∈ ν0, Rai aj ≥ t, ∀ai > aj} si p ≥ 1
(3.2)

donde cada uai pertenece al nivel ai del DAG y a0 < · · · < ai < · · · < ap.

Proposición
Sea ν0 = {u0, . . . , un} un conjunto finito, y {wij}0≤j≤i≤n un conjunto de números
reales. Sea Rij la importancia entre neuronas definida en 3.1, y ν t

p los p-símplices
definidos en 3.2 con t parámetro real entre 0 y 1. Entonces ν t =

⋃s=n
s=0 ν t

s es un
complejo simplicial abstracto.
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El artículo: definiciones y resultados

Proposición
Sea (ti)n

i=1 una sucesión, monótona decreciente, de números reales entre 1 y 0, e
indexada sobre los naturales. Entonces ν0 = ∅ y ν i = ν ti con 1 ≤ i ≤ n, es un
complejo simplicial filtrado.
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Las dos interpretaciones: un ejemplo

Interpretación global frente a interpretación local

0.5

0.5
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24
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Calcularemos ν0.4
2 . Listamos los posibles 2-símplices:

{4, 2, 0}, {4, 1, 0}, {3, 1, 0}

■ Interpretación local
ν0.4

2 = {{4, 2, 0}}

■ Interpretación global

ν0.4
2 = {{4, 2, 0}, {4, 1, 0}}
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Interpretación global

Interpretación global

1) Se calculan recursivamente todos los posibles caminos para un vértice de
origen.

2) Se calcula la importancia de cada camino, es decir, la importancia entre el
vértice de origen y de destino de la siguiente manera: se van multiplicando las
importancias entre cada par de vértices; y si dos caminos comparten un
vértice intermedio, entonces la importancia hasta ese vértice será la máxima
producida por ambos caminos hasta ese vértice. La importancia obtenida tras
esta multiplicación será la importancia del camino.

3) Habiendo calculado las importancias de cada camino, se descartan aquellos
caminos que no superan el umbral fijado.

4) Como cada camino constituye un símplice maximal, se calculan todos los
subsímplices asociados al camino.
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Interpretación global

def __calcula_simplices_global (self ,t)->List[List[int ]]:
simp =[]
P=self. filtracion (t)
T=P. clausura_transitiva ()
for i in range (len(self.M)):

for j in T.G.adj[i]:
if(self.M[i][j ]==0):

p=[]
self. busca_pesos (i,j,p)
if(len(p) >0):

m=max ([v[0] for v in p])
if(m >=t):

l = [k[1] for k in p]
simp. extend (l)
simp. append ([i,j])

elif (self.M[i][j]>=t):
simp. append ([i,j])

return simp

BC: Función para el cálculo de símplices maximales (global).

def busca_pesos (self , o, d, p=[] , q=1, c =[]):
if(o==d):

c. append (o)
p. append ((q. __round__ (4) ,c))
q=1
c=[]

else:
for j in range (d,o):

if(self.M[o][j ]!=0):
self. busca_pesos (j,d,p,q*self.M[o][j],c+[o])

BC: Función para la búsqueda de pesos.
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Interpretación global

def get_simplex_global (self , t : float )->List[List[int ]]:
simplices =self. __calcula_simplices_global (t)
simplices . extend ([[i] for i in range (len(self.M))])
for s in simplices :

for L in range (3, len(s )+1):
for sub in it. combinations (s,L):

if(list(sub) not in simplices ):
simplices . append (list(sub ))

tr =[s for s in simplices if len(s) >2]
for e in tr:

if(any ([ list(sub) not in simplices for sub in
it. combinations (e,len(e) -1)])):
simplices . remove (e)

return simplices

BC: Función para el cálculo de subsímplices (global).
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Interpretación local

Interpretación local

1) Se calculan recursivamente todos los posibles caminos para un vértice de
origen.

2) Se calcula la importancia de cada camino multiplicando la importancia entre
cada par vértices, sin tener en cuenta si existe otro camino que comparta
vértices.

3) Al igual que en la interpretación global, se descartan aquellos caminos que no
superan el umbral fijado.

4) Se calculan todos los subsímplices asociados a cada camino.
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Interpretación local

def __calcula_simplices (self ,t)->List[List[int ]]:
simp =[]
P=self. filtracion (t)
T=P. clausura_transitiva ()
for i in range (len(self.M)):

for j in T.G.adj[i]:
if(self.M[i][j ]==0):

p=[]
self. busca_pesos (i,j,p)
if(len(p) >0):

l = [k[1] for k in p if k[0] >=t]
simp. extend (l)

elif (self.M[i][j]>=t):
simp. append ([i,j])

return simp

BC: Función para el cálculo de símplices maximales (local).

def get_simplex_local (self , t : float )->List[List[int ]]:
simplices =self. __calcula_simplices (t)
simplices . extend ([[i] for i in range (len(self.M))])
for s in simplices :

for L in range (2, len(s )+1):
for sub in it. combinations (s,L):

if(list(sub) not in simplices ):
simplices . append (list(sub ))

return simplices

BC: Función para el cálculo de subsímplices (local).
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Conclusiones

¡Gracias por su atención!
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