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Abstract

‘The inner representation of deep neural networks (DNNS) is indecipherable, which makes
it difficult to tune DNN models, control their training process, and interpret their outputs.
In this paper, we propose a novel approach to investigate the inner representation of DNNs
through topological data analysis (TDA). Persistent homology (PH), one of the outstanding
methods in TDA, was employed for investigating the complexities of trained DNNs. We
constructed clique complexes on trained DNNs and calculated the one-dimensional PH of
DNNs. The PH reveals the combinational effects of multiple neurons in DNNs at different
resolutions, which is difficult to be captured without using PH. Evaluations were conducted
using fully connected networks (FCNs) and networks combining FCNs and convolutional
neural networks (CNN) trained on the MNIST and CIFAR-10 data sets. Evaluation results
demonstrate that the PH of DNN reflects both the excess of neurons and problem diffi-
culty, making PH one of the prominent methods for investigating the inner representation
of DNNs.

Keywords Deep neural network - Convolutional neural network - Persistent Homology -
Topological data analysis
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Complejos simpliciales, homologfa, y homologfa persistente

Complejos simpliciales

Definicion

Un complejo simplicial abstracto es una coleccién 1/, de subconjuntos no vacios
de un conjunto Vg, que verifica las siguientes propiedades:

a) Si v € UV, entonces {v} € V.
a
Q
c

b) Sioc € Vy T Co, entonces 7 € V.
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Complejos simpliciales, homologfa, y homologfa persistente

Definicién

Una aplicacién simplicial entre complejos simpliciales, f: I/ — 1//, es una
aplicacién tal que f(o) = {g(w1), g(t2), ..., g(uk)} = {v1, va, ..., vk }; donde
g: Vo — UV} es una aplicacién entre O-simplices, 0 = {u1, o, ..., u} €V y
{vi,va, ., i} € V.
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Complejos simpliciales, homologfa, y homologfa persistente

Homologia

Definicién

Sea R un anillo. Decimos que un complejo de cadenas sobre R es un conjunto
C. ={(Cp,0,) | p € Z} de R-médulos y R-homomorfismos

{0p: Cp — Cp_1 | p € Z}, que satisfacen la siguiente relacién: 9, 0 9py1 = 0. Se
denota por (C,, ) y a O se le llama el diferencial del complejo.

Definicion
Sea (C, @) un complejo de cadenas sobre R anillo. Definimos el p-ésimo
R-médulo de homologia de C, como el cociente:

Hp(Cy) :=ker 0p/im Op1.
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Complejos simpliciales, homologfa, y homologfa persistente

Complejo de cadenas

Definicién

Sea R un anillo y IV un complejo simplicial abstracto. Definimos el R-médulo de
p-cadenas de I/ como el conjunto de todas las sumas formales de p-simplices V/,
con la operaciéon suma componente a componente con coeficientes en R, y el
producto por escalares por elementos de R. Lo denotaremos por C,(1/).
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Complejos simpliciales, homologfa, y homologfa persistente

Diferencial del complejo

Definicién
Sea R un anillo, / un complejo simplicial abstracto, o € V'y o = {uo, ..., up} un

p-simplice escogido de manera ordenada. Definimos el operador borde para un

simplice como:
P

By(0) :=> (~1Y{to, ... Gy, ..., up}.

j=0

La suma anterior es una suma formal, donde &] indica que omitimos u;. A
continuacién definimos el homomorfismo borde:

9, (V) —  Coa(V)
C:ZB;O',' — ap(C):Ea,‘Bp(O',‘)

donde a; € R. Notemos que, si escogemos R = Z;, no es necesaria la alternancia
de signos ni el uso de coeficientes escalares.

(1.1)
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Complejos simpliciales, homologfa, y homologfa persistente

Teorema

Sea 0, definida como en la expresién 1.1. Entonces para todo p € NU {0},
3,_, o 3p+1 =0.
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Complejos simpliciales, homologfa, y homologfa persistente

Homologia simplicial

Definicién

Sea R un anillo, p € NU {0} y V/, un complejo simplicial. Definimos el p-ésimo
R-médulo de homologia simplicial del complejo simplicial / como el R-médulo
cociente ker 9,/ im dp+1, donde 0, esta definida como en la expresién 1.1. Lo
denotaremos por H, (V).

Definicién
Sea H,(V) el p-ésimo Zj-espacio vectorial de homologia de un complejo simplicial

V. A su dimensién, dimH,(V/) = dimker 0, — dimim Op41, la llamaremos p-ésimo
nimero de Betti, y la denotaremos por 5,(V).
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Homologia persistente

Definicion

Sea IV un complejo simplicial abstracto finito. Consideremos la secuencia

V! cv?c-.-c vkt ¢ VX = U de subcomplejos simpliciales cualesquiera de
V.AUV junto con su secuencia de subcomplejos simpliciales encajados lo
llamaremos complejo simplicial filtrado.

Definicién

Sea V' Cc V2 C --- C V571 ¢ VK = IV un complejo simplicial filtrado. Definimos
los p-ésimos espacios vectoriales de homologia persistente como las imagenes
de los homomorfismos inducidos por la inclusién, H;";f = im f,,fJ, con0 < i< j< k.
A su dimension, dimH,’, la llamaremos p-ésimo nimero de Betti persistente y
la denotaremos por 3,/
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Redes neuronales

Redes neuronales
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Definiciones y resultados

Definicion

Definimos la importancia de u; (salida) para u; (llegada) como:

1 sii=j

Rjj = o
Wi | Ckrs Wi STF

Definicion
Definimos la importancia extendida entre neuronas, y la denotamos por Riu
como:

Rij = max{Ruyu, - Rupu | (Uis Umys ooy Um,, uj) € Gy} (3.1)

donde Cj; denota el conjunto de todos los posibles caminos de u; a u;.
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El articulo: definiciones y resultados

Definicién
Sea 0 < t <1 un pardmetro real. Definimos los p-simplices asociados a un
DAG con pesos a partir del conjunto de vértices del DAG como sigue:

Vy sip=20
V; = . (3-2)
{Htag, sz, } | Us € Vo, Rayay > t, Va; > a;} sip>1

donde cada u,, pertenece al nivel a; del DAGy ap < -+ < a; < -+ < ap.

Proposicion

Sea Vo = {up, ..., un} un conjunto finito, y {w;; }o<j<i<n un conjunto de niimeros
reales. Sea Riu la importancia entre neuronas definida en 3.1, y Vf, los p-simplices
definidos en 3.2 con t pardmetro real entre 0 y 1. Entonces V! = |JI_] /! es un
complejo simplicial abstracto.

José Manuel Ros Rodrigo Homologia persistente como herramienta de anélisis de redes neuronales 16/11/2022 18 / 31



El articulo: definiciones y resultados

Proposicién

Sea (t,-)j?:1 una sucesién, monétona decreciente, de nimeros reales entre 1y 0, e
indexada sobre los naturales. Entonces Vo =0y I/; = V% con 1 < i < n, es un
complejo simplicial filtrado.
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Las dos interpretaciones: un ejemplo

Interpretacién global frente a interpretacion local

Calcularemos /94, Listamos los posibles 2-simplices:
{47 27 0}7 {47 17 0}7 {37 17 0}

B Interpretacion local
VgA = {{4a270}}

B Interpretacion global

V94 = {{4,2,0},{4,1,0}}
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Interpretaciéon global

1) Se calculan recursivamente todos los posibles caminos para un vértice de
origen.
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Interpretacién global

Interpretaciéon global

1) Se calculan recursivamente todos los posibles caminos para un vértice de
origen.

2) Se calcula la importancia de cada camino, es decir, la importancia entre el
vértice de origen y de destino de la siguiente manera: se van multiplicando las
importancias entre cada par de vértices; y si dos caminos comparten un
vértice intermedio, entonces la importancia hasta ese vértice serd la maxima
producida por ambos caminos hasta ese vértice. La importancia obtenida tras
esta multiplicacién sera la importancia del camino.
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Interpretaciéon global
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3) Habiendo calculado las importancias de cada camino, se descartan aquellos
caminos que no superan el umbral fijado.
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Interpretacién global

Interpretaciéon global

1)

2)

3)

4)

Se calculan recursivamente todos los posibles caminos para un vértice de
origen.

Se calcula la importancia de cada camino, es decir, la importancia entre el
vértice de origen y de destino de la siguiente manera: se van multiplicando las
importancias entre cada par de vértices; y si dos caminos comparten un
vértice intermedio, entonces la importancia hasta ese vértice serd la maxima
producida por ambos caminos hasta ese vértice. La importancia obtenida tras
esta multiplicacién sera la importancia del camino.

Habiendo calculado las importancias de cada camino, se descartan aquellos
caminos que no superan el umbral fijado.

Como cada camino constituye un simplice maximal, se calculan todos los
subsimplices asociados al camino.
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Interpretacién global

def __calcula_simplices_global(self,t)->List[List[int]]:
simp=[]
P=self.filtracion(t)
T=P.clausura_transitiva ()
for i in range(len(self.M)):
for j in T.G.adj[il:
if (self .M[i][j]==0):
p=1I[]
self.busca_pesos(i,j,p)
if (len(p)>0):
m=max ([v[0] for v in pl)
if (m>=t):
1 = [k[1] for k in p]
simp.extend (1)
simp.append ([i,j])
elif (self.M[il[jl>=t):
simp.append ([i,j])
return simp

BC: Funcién para el calculo de simplices maximales (global).

def busca_pesos(self, o, d, p=[], q=1, c=[1):
if (o==d):
c.append (o)
p.append ((q.__round__(4),c))
q=1
c=[]
else:
for j in range(d,o):
if (self.M[o][j]!=0):
self.busca_pesos(j,d,p,q*self.M[o][j]l,c+[0])

BC: Funcidén para la bisqueda de pesos.
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Interpretacién global

def get_simplex_global(self, t : float)->List[List[int]]:
simplices=self.__calcula_simplices_global (t)
simplices.extend ([[i] for i in range(len(self.M))])
for s in simplices:
for L in range(3,len(s)+1)
for sub in it.combinations(s,L):
if (list (sub) not in simplices):
simplices.append(list(sub))
tr=[s for s in simplices if len(s)>2]
for e in tr:
if (any ([list (sub) not in simplices for sub in
it.combinations(e,len(e)-1)1)):
simplices.remove (e)
return simplices

BC: Funcién para el calculo de subsimplices (global).
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Interpretacién local

1) Se calculan recursivamente todos los posibles caminos para un vértice de
origen.
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Interpretacién local

Interpretacién local

1) Se calculan recursivamente todos los posibles caminos para un vértice de
origen.

2) Se calcula la importancia de cada camino multiplicando la importancia entre
cada par vértices, sin tener en cuenta si existe otro camino que comparta
vértices.
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Interpretacién local

Interpretacién local

1) Se calculan recursivamente todos los posibles caminos para un vértice de
origen.

2) Se calcula la importancia de cada camino multiplicando la importancia entre
cada par vértices, sin tener en cuenta si existe otro camino que comparta
vértices.

3) Al igual que en la interpretacién global, se descartan aquellos caminos que no
superan el umbral fijado.
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Interpretacién local

Interpretacién local
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3) Al igual que en la interpretacién global, se descartan aquellos caminos que no
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Interpretacién local

def __calcula_simplices(self,t)->List[List[int]]:
simp=[]
P=self.filtracion (t)
T=P.clausura_transitiva ()
for i in range(len(self.M)):
for j in T.G.adj[il:
if (self .M[i][j]==0):
p=I[]
self.busca_pesos(i,j,p)
if (len(p)>0):
1 = [k[1] for k in p if k[0]>=t]
simp.extend (1)
elif (self.M[il[jl>=t):
simp.append ([i,j]1)
return simp

BC: Funcién para el célculo de simplices maximales (local).

def get_simplex_local(self, t float)->List[List[int]]:
simplices=self.__calcula_simplices(t)
simplices.extend ([[i] for i in range(len(self.M))])
for s in simplices:
for L in range(2,len(s)+1)
for sub in it.combinations(s,L):
if (list (sub) not in simplices):
simplices.append(list (sub))

return simplices

BC: Funcién para el calculo de subsimplices (local).
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Conclusiones

jGracias por su atencion!
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